Lois classiques et estimation

Loi multinomiale.

Exercice 1. Soient Yy, ...,Y, des variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans un ensemble ) muni d'une
tribu A. On considere une partition (A1, Ay, ..., Ax) de Y ou Ac € Apour k=1,..., K. On pose pour

pe=PYi€ A, Ne= Zl{yi € A
i=1

(a) Calculer 31, px et 325, Ny
(b) Quelle est la loi de N, ?
(c) Calculer Cov(l{y1 c Ak}’l{Yl c Ae})' En déduire Cov(Ny, N).

(d) On considere K boites numérotées de 1 a K et n boules numérotées de 1 a n. Soit (ny, ..., ng) €
N tel que ny + --- 4+ nx = n. Combien il y a-t-il de facon de répartir les n boules dans les K
boites de sorte que pour k=1, ..., K la boite numéro k contienne n, boules exactement ?

(e) Soit (ny,...,nk) € N¥ tel que ny +---+ ngk = n. On note F I'ensemble des fonctions ¢ :
{1,....n} = {1,... K} telles que card (¢ *({k})) = nx pour k =1,..., K. Montrer que

{Ny=nq, .., NK—nK}—Uﬂ{XEAW()}

peF i=1
En déduire que
n!
P(Ny=n,..., Nk = nk) = —————pi* ... pit.
n1! . nK!
(f) Dans le cas ou (py, ..., px) est inconnu et que I'on observe Y, ..., Y,, montrer que |'estimateur
du maximum de vraisemblance de (p1, ..., px) est (p1, ..., Pk) ol px = Ni/n.

Loi de Poisson.

Exercice 2. La qualité de I'eau d’une pisciculture est considérée mauvaise si la concentration 6 en
bactéries E. coli est plus grande que 2000 pour 100 millilitres. Pour I'évaluer, on effectue n prélevements
de 100 millilitres et pour chacun des prélevements on évalue le nombre de bactéries qu'il contient. Soit
Xi,..., X, les mesures obtenues. On adopte le modele suivant : Xy, ..., X, est un échantillon de la loi
de Poisson de parametre 6.

(a) Déterminer I'estimateur du maximum de vraisemblance de 8. On le note 8, dans la suite.
(b) Calculer I'espérance et la variance de 6,,.
(c) Montre que pour tout € > 0 on a

A~ 1
P(|6,—6 f) < —.
(19, - 61 > evB) <
En déduire un intervalle de confiance pour 8 de niveau d’erreur a pour a €]0, 1].

(d) Déterminer une statistique ¢ a valeurs dans {0, 1} telle que P(p = 1) < a si la qualité de I'eau
est mauvaise et P(y = 1) soit le plus grand possible si la qualité de I'eau est bonne.
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Loi normale.

Exercice 3. Dans I'atmosphere, le taux d'un gaz nocif est égal a w. Pour I'estimer, on effectue n
mesures conduisant aux valeurs X1, X5, ..., X,. On adopte le modeéle suivant :

Xi=pu+e, 1<i<n

ol €1,...,&, sont des variables aléatoires i.i.d. de loi A'(0, 0?).
(a) Quelle est la loi de X =37 X, ?
(b) Construire un intervalle de confiance pour u de niveau de confiance 95 % si la variance o2 est
connue.
(c) Construire un intervalle de confiance asymptotique pour u de niveau de confiance 95 % si la
variance o est inconnue.

Exercice 4. Soient X et Z deux variables aléatoires indépendantes de méme loi N(0, 1). On considere

la variable aléatoire
Y=pX++1-p°Z

ol p € [—1, 1] est un parametre inconnu. On observe n couples aléatoires (X1, Y1), ..., (X, Yy) iid. et
tous de méme loi que (X,Y).
(a) Calculer E(XY') et Var(XY). (On rappelle que E(Z*) = 3.)
(b) Soit T, I'estimateur de p défini par
1 n
Th=— ;x,-y,-.

Déterminer le risque quadratique de T,.
(c) On suppose que le paramétre inconnu p appartient & Il'intervalle [2 — /3, 1].
Calculer E[(X —Y)?] et Var((X —Y)?).
En déduire la construction d’un estimateur S, de p tel que S, soit strictement meilleur que T,
au sens du risque quadratique.



