
Lois classiques et estimation

Loi multinomiale.

Exercice 1. Soient Y1; : : : ; Yn des variables al�eatoires i.i.d. �a valeurs dans un ensemble Y muni d'une

tribu A. On consid�ere une partition (A1; A2; : : : ; AK) de Y o�u Ak 2 A pour k = 1; : : : ; K. On pose pour

k = 1; : : : ; K :

pk = P (Y1 2 Ak); Nk =

n∑
i=1

1fYi 2 Akg

(a) Calculer
∑K

k=1 pk et
∑K

k=1Nk .

(b) Quelle est la loi de Nk ?

(c) Calculer Cov
(
1fY1 2 Akg; 1fY1 2 A`g

)
. En d�eduire Cov(Nk ; N`).

(d) On consid�ere K bô�tes num�erot�ees de 1 �a K et n boules num�erot�ees de 1 �a n. Soit (n1; : : : ; nK) 2
N
K tel que n1 + � � � + nK = n. Combien il y a-t-il de fa�con de r�epartir les n boules dans les K

bô�tes de sorte que pour k = 1; : : : ; K la bô�te num�ero k contienne nk boules exactement ?

(e) Soit (n1; : : : ; nK) 2 N
K tel que n1 + � � � + nK = n. On note F l'ensemble des fonctions ' :

f1; : : : ; ng ! f1; : : : Kg telles que card
(
'�1(fkg)) = nk pour k = 1; : : : ; K. Montrer que

fN1 = n1; : : : ; NK = nKg =
⋃
'2F

n⋂
i=1

{
Xi 2 A'(i)

}
:

En d�eduire que

P
(
N1 = n1; : : : ; NK = nK

)
=

n!

n1! : : : nK!
pn11 : : : pnKK :

(f) Dans le cas o�u (p1; : : : ; pK) est inconnu et que l'on observe Y1; : : : ; Yn, montrer que l'estimateur

du maximum de vraisemblance de (p1; : : : ; pK) est (p̂1; : : : ; p̂K) o�u p̂k = Nk=n.

Loi de Poisson.

Exercice 2. La qualit�e de l'eau d'une pisciculture est consid�er�ee mauvaise si la concentration � en

bact�eries E. coli est plus grande que 2000 pour 100 millilitres. Pour l'�evaluer, on e�ectue n pr�el�evements

de 100 millilitres et pour chacun des pr�el�evements on �evalue le nombre de bact�eries qu'il contient. Soit

X1; : : : ; Xn les mesures obtenues. On adopte le mod�ele suivant : X1; : : : ; Xn est un �echantillon de la loi

de Poisson de param�etre �.

(a) D�eterminer l'estimateur du maximum de vraisemblance de �. On le note �̂n dans la suite.

(b) Calculer l'esp�erance et la variance de �̂n.

(c) Montre que pour tout " > 0 on a

P
(j�̂n � �j > "

p
�
) � 1

n"2
:

En d�eduire un intervalle de con�ance pour � de niveau d'erreur � pour � 2]0; 1[.
(d) D�eterminer une statistique ' �a valeurs dans f0; 1g telle que P (' = 1) � � si la qualit�e de l'eau

est mauvaise et P (' = 1) soit le plus grand possible si la qualit�e de l'eau est bonne.
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Loi normale.

Exercice 3. Dans l'atmosph�ere, le taux d'un gaz nocif est �egal �a �. Pour l'estimer, on e�ectue n

mesures conduisant aux valeurs X1; X2; : : : ; Xn. On adopte le mod�ele suivant :

Xi = �+ "i ; 1 � i � n

o�u "1; : : : ; "n sont des variables al�eatoires i.i.d. de loi N (0; �2).

(a) Quelle est la loi de X = 1
n

∑n

i=1Xi ?

(b) Construire un intervalle de con�ance pour � de niveau de con�ance 95 % si la variance �2 est

connue.

(c) Construire un intervalle de con�ance asymptotique pour � de niveau de con�ance 95 % si la

variance �2 est inconnue.

Exercice 4. Soient X et Z deux variables al�eatoires ind�ependantes de même loi N(0; 1). On consid�ere

la variable al�eatoire

Y = �X +
√
1� �2Z

o�u � 2 [�1; 1] est un param�etre inconnu. On observe n couples al�eatoires (X1; Y1); : : : ; (Xn; Yn) i.i.d. et

tous de même loi que (X; Y ).

(a) Calculer E(XY ) et V ar(XY ). (On rappelle que E(Z4) = 3.)

(b) Soit Tn l'estimateur de � d�e�ni par

Tn =
1

n

n∑
i=1

XiYi :

D�eterminer le risque quadratique de Tn.

(c) On suppose que le param�etre inconnu � appartient �a l'intervalle [2�p
3; 1].

Calculer E[(X � Y )2] et V ar((X � Y )2).

En d�eduire la construction d'un estimateur Sn de � tel que Sn soit strictement meilleur que Tn

au sens du risque quadratique.


